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概要

収束ベキ級数を論ずる前に，まず，複素数体について基本的な事項を整理した後，複素平面 Cの完備性
に関して，完備，Cauchy列，点列の収束，さらに級数の絶対収束などの重要な概念につき解説した．そし
て，関数項の級数の収束に関して，点毎収束，ノルム（正規）収束などの諸概念とともに，一様収束に関す
る概念の歴史的変遷についても解説した．

1 収束ベキ級数
1.1 複素数体

これまでの形式的ベキ級数においては，体 K は一般の可換体でもよかったが，これからは，体 K は Rまた
は Cに限定する．

1.1.1 複素数
写像 Ψによって，複素数と実平面を同一視する．すなわち，

Ψ : C 3 x + iy 7−→ (x, y) ∈ R2

Ψ : C −→ R2 は，加法とスカラー倍について同型（線形空間としての同型写像）である．

1.1.2 共役複素数
共役の写像

θ : C 3 x + iy︸︷︷︸
= z

7−→ x − iy︸︷︷︸
= z̄

∈ C

θ : C −→ Cは自己同型である．すなわち，
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1) θ(z + w) = θ(z) + θ(w) i.e. z + w = z̄ + w̄
2) θ(zw) = θ(z)θ(w) i.e. zw = z̄w̄
3) θ(1) = 1

4) (θ ◦ θ)(z) = z i.e. ¯̄z = z
∴ θ ◦ θ = id i.e. θ = θ−1

複素数 zの実部と虚部は，共役複素数を使って，次のように表される．すなわち，
Re(z) =

1
2

(z + z̄)

Im(z) =
1
2i

(z − z̄)

1.1.3 複素数の絶対値
複素数 z (= x + iy)の絶対値は，|z| :=

√
x2 + y2 よりも，

|z| :=
√

zz̄

の表現の方が，複素平面上の幾何で有用である．

1.1.4 絶対値の性質
絶対値の性質 

0◦ |z| = 0, |z| = 0 =⇒ z = 0

1◦ |z + w| 5 |z| + |w|
2◦ |zw| = |z||w|
3◦ |1| = 1

のなかで，2◦ は，ユークリッドノルムとの決定的な違いで重要であり，次のように一般化される．すなわち，

|z1 z2 · · · zm| = |z1||z2| · · · |zm|

例題 1.1
|zw| = |z||w|

を示せ．

系 1.1 複素平面上の単位円 U は
U :=

{
z ∈ C | |z| = 1

}
で定義される．このとき， 

1◦ z,w ∈ U =⇒ zw ∈ U

2◦ 1 ∈ U

3◦ z ∈ U =⇒ z−1 ∈ U

が成立する．C× = C\{0}を乗法に関する可換群とすると，単位円 U は C× の部分群である．

系 1.1を証明した．
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1.2 Cの完備性

1.2.1 絶対値によって定まる距離
絶対値によって，体 Cのなかに一つの距離を入れる．すなわち，
C 3 z,wについて，

ρ(z,w) := |z − w|

と定める．これは，平面 R2 でのユークリッド距離に外ならない．この距離に関して，Cは完備である．これ
を，距離空間 (C, ρ)は完備であるという．

1.2.2 完備
定義 1.1 距離空間 X において，どんな Cauchy列 {zn}n∈N も X のある点に収束するとき，X は完備（complete）
であるという．

1.2.3 Cauchy列
定義 1.2 Cの点列 {zn}n∈N が Cauchy列であるとは，

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N s.t. |zn − zn+p| < ε for ∀n = n0, ∀p ∈ N0

が成立することである．

1.2.4 点列の収束
定理 1.1 点列 {zn}n∈N が収束する必要十分条件は，{zn}n∈N が Cauchy列であることである．

定理 1.1を証明した．

1.2.5 絶対収束
定理 1.2 複素数の級数

∑
ν

uν に対して， ∑
ν

|uν| < ∞ · · · [?]

が成立するとき，
∑
ν

uν は収束する．この条件 [?]を満たすとき，
∑
ν

uν は絶対収束するという．絶対収束級

数については，さらに， ∣∣∣∣∑
ν≥0

uν
∣∣∣∣ 5∑

ν≥0

|uν|

が成り立つ．

定理 1.2を証明した．

例題 1.2 絶対収束級数について， ∣∣∣∣∑
ν≥0

uν
∣∣∣∣ 5∑

ν≥0

|uν|

が成立することを示せ．
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1.3 関数項の級数の収束に関する諸概念

E , φ；任意の集合
Map(E,C)；集合 E で定義された複素数値関数全体の作る可換代数（多元環）
u, v ∈ Map(E,C)とする． 

(u + v)(x) := u(x) + v(x)

(cu)(x) := c
(
u(x)
)

(uv)(x) := u(x)v(x)

1E(x) = 1

(x ∈ E)

1.3.1 点毎収束
定義 1.3 関数列 {uν}ν∈N について，u, uν ∈ Map(E,C) とする．このとき，uν が u に点毎収束（pointweise

convergence）するとは，
∀x ∈ E lim

ν→∞
uν(x) = u(x)

が成立することである．

1.3.2 スープ・ノルム
定義 1.4 関数 u ∈ Map(E,C)に対して，スープ・セミノルム（sup-seminorm）を導入する．すなわち，

‖u‖E := sup
x∈E
|u(x)|

1.3.3 有界関数
集合 E 上の複素数値有界関数全体の作る空間

B(E,C) =
{
u ∈ Map(E,C) | ∃M > 0 s.t. |u(x)| 5 M for ∀x ∈ E

}
は，Map(E,C) の部分代数である．ここで，スープ・セミノルムが有界であれば，その関数は E 上有界であ
る．すなわち，

‖u‖E < ∞ ⇐⇒ ∃M > 0 s.t. |u(x)| 5 M for ∀x ∈ E

また，B(E,C) 3 u 7−→ ‖u‖E ∈ Rは，ノルム関数である．

1.3.4 スープ・ノルムの性質
1◦ 0 5 ‖u‖E < +∞
‖u‖E = 0 ⇐⇒ u = OE ただし，零写像 OE(x) = 0 for ∀x ∈ E

2◦ ‖λu‖E = |λ|‖u‖E
3◦ ‖u + v‖E 5 ‖u‖E + ‖v‖E
4◦ ‖uv‖E 5 ‖u‖E‖v‖E 積に対して，この性質が入る．

1◦～4◦ により，B(E,C)はノルム環となる．
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1.3.5 ノルム（正規）収束
定義 1.5

∑
ν≥0

uν に対して， ∑
ν≥0

‖uν‖E < ∞

となるとき，
∑
ν≥0

uν はノルム収束の意味で収束するという．

1.4 一様収束概念の歴史的変遷

1.4.1 一様収束の現代的定義
関数列 uν ∈ Map(E,C) (ν ∈ N0)が E 上一様収束するとは，u ∈ Map(E,C)が存在して，

‖uν − u‖E −→ 0 (ν→ ∞)

が成立することを意味する．一様収束であれば，点毎に収束するが，しかし，逆は言えない．

例題 1.3 {uν}ν∈N0 が uに一様収束すれば，点毎収束

uν −→ u (ν→ ∞)

が成立する．

� これを，uν ⇒ u in E (ν→ ∞)とも書く．

1.4.2 一様収束の古典的定義
関数列 {uν}ν∈N0 が uに E 上一様収束するとは，

∀ε > 0 ; ∃n0 ∈ N s.t. |uν(x) − u(x)| < ε for ∀ν = n0

が，x ∈ E に無関係に成立することである．

例題 1.4 一様収束の古典的定義と現代的定義の同値性を示せ．

命題 1.1
∑
ν≥0

uν がノルム収束，すなわち，
∑
ν≥0

‖uν‖E < ∞であるとき，
∑
ν≥0

uν は収束し，点毎に絶対収束する．

しかも，この収束は一様である．

命題 1.1を証明した．
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